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محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

 دهیچک
برای شناخت  است. CFDسازی ترین مراحل شبیهسازی معادلات حاکم بر جریان از مهمانتخاب و گسسته

صحیح معادلات حاکم لازم است با نوشتار اندیسی آشنا باشید، چرا که اکثر مراجع از این نوشتار برای معرفی 

تری از جملات فهم عمیق این نوشتار باعث اختصار معادلات حاکم و کنند.معادلات حاکم استفاده می

)، ضرب داخلی و خارجی بردارهای یکه، اپراتورهای Indexمعرفی انواع اندیس ( شود.می هاآنمختلف 

الب این مقاله ط) و در نهایت انواع ضرب بردارها و تانسورها از مCurlدیفرانسیلی گرادیان، دیورژانس و کرل (

 است.

 های کلیدیاژهو
معادلات حاکم بر جریان، اندیس آزاد، اندیس میرا، تانسور، ضرب  ،CFDمحاسباتی یا  دینامیک سیالات

 ای دوگانهداخلی، ضرب خارجی، ضرب نقطه
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 صفحه مطالبفهرست 

 ٥ .................................................................................................. یسینوشتار اند ۶
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 ١٤ ........................................................................................................ )Curlکرل ( ۶.۷.۳
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محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

 نوشتار اندیسی ۶

) باعث سادگی و اختصار محاسبات در هر دستگاه مختصات Tensor Notationنوشتار اندیسی یا تانسوری (

بر اساس این نوشتار فلوئنت  افزارهایی چوننرم Helpها و مراجع و حتی قسمت شود. بسیاری از کتابمی

یاری از زیرا در بس ،قبل از مطالعه معادلات حاکم بر جریان لازم است نوشتار اندیسی فراگرفته شود هستند.

های زیادی از معادلات شود و بدون این نوشتار فهم قسمتجملات این معادلات از این نوشتار استفاده می

 ناقص خواهد بود.

 :استزیر  صورتبهدستگاه مختصات و بردار پایه آن  در حالت کلیدر نوشتار اندیسی 

 
 دستگاه مختصات در حالت کلی

 مختصات کارتزین:که در 

 

 این نوشتار هر کمیت یک تانسور با مرتبه مشخص است: در
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 ۶ نوشتار اندیسی

 

محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

• Zero Order Tensor → Scalar → فقط مقدار دارد 

• 1st Order Tensor → Vector → مقدار و یک جهت دارد 

• 2nd Order Tensor → Tensor → مقدار و دو جهت دارد 

 های میرا و آزادمعرفی اندیس ۶.۱

 یک بردار دلخواه مثلا بردار موقعیت باشد: rفرض کنید

1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ; 1, 2,3k kr x i x i x i x i k= + + = =

 

معنای  باشد، همغیر آن  اندیسیمعرف جمع است و هر و ) Dummy Indexاندیس میرا ( kدر عبارت بالا 

 آن همین خواهد بود:

ˆ ; 1, 2,3m mr x i m= =
 

 ٢، ١نای ویرگول بین اعداد عشود. در عبارات بالا مدر عبارت ظاهر می بار دونشانه این اندیس این است که 

  است.» و« ٣و 

 مؤلفه، معرف شوددر عبارت ظاهر میبار  یککه  جود داردو) Free Indexدر مقابل اندیس میرا اندیس آزاد (

 دهد:می» یا«در آن معنای  ٣و  ٢، ١ویرگول بین اعداد  و است

1 2 3;  1, 2,3    kx k x or x or x= → 

 گویند:هم می Einstein Summation Indexبه اندیس میرا 

1 1 2 2 3 3 ; ,   1, 2,3k k m mA B A B A B A B A B m k Dummy Index= + + = = = 

 توان نشان داد:زیر می صورتبهبا استفاده از این دو اندیس، مشتق یک کمیت را 
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 ۷ نوشتار اندیسی

 

محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

یک کمیت اسکالر باشد، Pاگر  •
k

P
x
∂
∂

 kxدر جهت  Pمشتق  شود و معنای آنمینشان دادهkP, با 

 شود.جهت معلوم می kکه بسته به است 

,1 ,2 ,3
1 2 3

& &
CartesianP P P P P PP P P

x x x y x z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= 

Vعنوان مثالبه اگر •


 بردار سرعت جریان باشد: 

31 2
, , 1,1 2,2 3,3

1 2 3

.

, ,. 0 0

k
k k m m

k

Cartesian for incomp flow

k k

V VV VV V a scalar V V V
x x x x

u v w V V
x y z

∂ ∂∂ ∂
= = = = + + = + +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + =∇ = ⇒ =

∂ ∂ ∂=
 

 

 ضرب داخلی بردارهای یکهحاصل ۶.۲

 دانیم:از قبل می

1 1 1 2

1;ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. 1 . 0 .
0;m n

m n
i i and i i i i

m n
=

= = ⇒ = ≠
 

 توانند داشته باشند،مقدار میهستند. هر کدام سه اند، اندیس آزاد هبار تکرار شد یکهر کدام  mو  nچون 

= 1, 2, 3 m, n،  بنابراینˆ ˆ.m ni i، ۹  دارد: حالتجزء یا 

1 0 0
ˆ ˆ. 0 1 0

0 0 1
m n mni i δ

 
 = =  
  

 

 است. Unit Tensorنام دارد و در حقیقت  Kronecker Deltaاست که  ۲یک تانسور مرتبه  mnδدر عبارت بالا 

 را پیدا کنید. numnδحاصل  مثال:
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 ۸ نوشتار اندیسی

 

محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

دو بار  n و اندیس براین آزادابار تکرار شده بن یک mاندیس دهیم. میها را تشخیص نوع اندیسابتدا  پاسخ:

  تکرار شده است و میرا است.

1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

; 1, 2,3

; 1,2,3

mn n m m m

mn n

mn n m

u u u u m

u u u u
or

u u u u u
or

u u u u

u u m

δ δ δ δ

δ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ

δ

= + + = ⇒

+ + =

= + + = ⇒



+ + =

= =

 

باشد، بنابراین در کل  m=nتنها در صورتی صفر نیست که  mnδتر مثال بالا این است که بگوییم ساده حلراه

 . 1mmδ=شود که باعث می m=nدهیم عبارت قرار می

 ضرب خارجی بردارهای یکهحاصل ۶.۳

 دانیم:قبل میاز دوباره 

1 2 3 1 1 2 1 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 0,i i i i i i i i× = × = × =− 

 در حالت کلی:

ˆ ˆ ˆ
k m kmn ni i iε× = 

بردار  یکمیرا است. حاصل طبق انتظار یک بردار است، زیرا  nآزاد و اندیس  mو  kهای در عبارت بالا اندیس

برای یافتن  حالت دارد. 2733=این تانسور است.  kmnε ،Paramutation or Alternative Tensor نام یکه دارد.

   شود:زیر استفاده می قراردادمقدار آن از 
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 ۹ نوشتار اندیسی

 

محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

 
 :مثال عنوانبه

123 231 312 321 213 132 112 1131, 1, ... 0ε ε ε ε ε ε ε ε= = = = = =− = = = 

1حاصل مثال: 2
ˆ ˆi i×.را پیدا کنید 

  پاسخ:

1 2 12 121 1 122 2 123 3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

n ni i i i i i iε ε ε ε× = = + + = 

 ضرب داخلی دو بردار ۶.۴

 دو بردار دلخواه باشند: vو  uاگر 

ˆ ˆ ˆ ˆ. . .m m n n m n m n m n mnu v u i v i u v i i u v δ= = = 

در روش اول از عبارتی که قبلا اثبات کردیم، استفاده توان محاسبات را ادامه داد. در ادامه به دو روش می

 کنیم:می

; 1, 2,3 .mn n m m n mn m m n nu u m u v u v u v u vδ δ= = ⇒ = = = 

دهیم باشد، بنابراین در کل عبارت قرار می m=nتنها در صورتی صفر نیست که  mnδگوییم در روش دوم می

m=n 1=شود که باعث میmmδ: 

. m n mn m m n nu v u v u v u vδ= = = 
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 ۱۰ نوشتار اندیسی

 

محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

 در نتیجه:

1 1 2 2 3 3. m m n nu v u v u v u v u v u v= = = + + 

 ضرب خارجی دو بردار ۶.۵

 دو بردار دلخواه باشند: vو  uاگر 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
m m n n m n m n m n mnk ku v u i v i u v i i u v iε× = × = × = 

 شود:این بردار میاول  مؤلفهمثال  عنوانبهیک بردار است.  u×vحاصل  نیبنابرا

1 1 2 3 231 3 2 321 2 3 3 2( ) m n mnu v u v u v u v u v u vε ε ε× = = + = − 

 دو بردار از دترمینان زیر هم قابل محاسبه است: دانیم که ضرب خارجیاز طرفی از قبل می

1 2 3

1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆi i i
u v u u u

v v v
× = 

 آید.با استفاده از این روش هم مسلما جواب قبلی به دست می

 ثابت کنید: مثال:

.( ) .( )A B C B C A× = × 

).دقت کنید که )A B C× بهTriple Product  و معرف حجمی است که سه بردار معروفA ،B  وC سازند:می 
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 ۱۱ نوشتار اندیسی

 

محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

 
  Cو  A ،Bشده توسط سه بردار حجم ساخته

 پاسخ:

( )

( )

( )

( )

ˆ ˆ ˆ ˆ (*)

ˆ ˆ ˆ ˆ (**)

. . ( )

( ) ( ) . .

j j k k j k jkm m m m m j k jkm

k k n n k n knp p p p p k n knp

n n n j k jkn j k n jkn

j k n knj p k n knp p p

D B C B i C i B C i D i D B C

F C A C i A i C A i F i F C A

Left hand side A B C A D A D A B C B C A

B C A B C A B F B F B C A

ε ε

ε ε

ε ε

ε ε

∗

∗∗

= × = × = = ⇒ =

= × = × = = ⇒ =

= × = = = = =

= = = = × Right hand side=

 

 ۲معرفی تانسور مرتبه  ۶.۶

 Dyadicدهند، از ضرب دیادیک (تشکیل می ۳در  ۳آن یک ماتریس  هایمؤلفهتانسور مرتبه دوم که 

Productشود:) دو بردار حاصل می  

T ab= 

 ⨂گویند و گاهی اوقات این ضرب را با علامت ) هم میTensor Productبه ضرب دیادیک ضرب تانسوری (

. ترتیب هم در شونددر هم ضرب نشده و حفظ میهای آزاد دو بردار اندیسدر این ضرب  دهند.نشان می

abاین ضرب مهم است ( ba≠:( 
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 ۱۲ نوشتار اندیسی

 

محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

  

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )m m n n m n m n
component row column

T a i b i a b i i= = 

 از: اندعبارتتانسور  هایمؤلفه

11 12 13 1 1 1 2 1 3

21 22 23 2 1 2 2 2 3

31 32 33 3 1 3 2 3 3

mn m n

T T T a b a b a b
T a b T T T a b a b a b

T T T a b a b a b

   
   = = =   
      

 

 اپراتورهای دیفرانسیلی روی تانسورها ۶.۷

 ) Gradientگرادیان ( ۶.۷.۱

∇این اپراتور که با علامت


  شود:زیر تعریف می صورتبهشود، نشان داده می

1 2 3
1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ. ; 1, 2,3k
k

grad i i i i k
x x x x
∂ ∂ ∂ ∂

∇= = + + = =
∂ ∂ ∂ ∂



 

 شود، زیرا:گرادیان یک تانسور مرتبه صفر یا اسکالر یک بردار می

1 2 3 ,
1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
k k k

k

i i i i i
x x x x

ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = = + + =

∂ ∂ ∂ ∂



 

 شود:می ۲تانسور مرتبه یک بردار به همین صورت گرادیان یک 

ˆ ˆ ˆ
k k m m

k k

V gradV i V i V i
x x
∂ ∂

∇ = = =
∂ ∂

   

 

ها در سیستم مختصات کارتزین، اندازه و جهت بردارهای یکه ثابت است و بنابراین مشتق آندقت شود که 

 در نتیجه: صفر است.

,
ˆ ˆ ˆ ˆm
k m m k k m

k

VV i i V i i
x

∂
∇ = =

∂

 

 

https://cfdexperts.net/


 

 ۱۳ نوشتار اندیسی

 

محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

 اند از: گرادیان بردار سرعت عبارت هایمؤلفه

31 2

1 1 1

31 2

2 2 2

31 2

3 3 3

VV V
x x x

VV VV
x x x

VV V
x x x

 ∂∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂∂ ∂

∇ =  ∂ ∂ ∂ 
 ∂∂ ∂
 
∂ ∂ ∂ 

 

 

 افزاید.شود، گرادیان یک مرتبه به مرتبه تانسور میمیطور که مشاهده همان

 ) Divergenceدیورژانس ( ۶.۷.۲

 تنها ضرب داخلی به سمت راست آن اضافه شده است: که گر همان گرادیان استعمل این

( )ˆ.( ) .k
k

i
x
∂

∇ =
∂



 

 زیر است: صورتبهمثال گرادیان یک بردار  عنوانبه

, ,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . .m m m

m m k m m k m km m m k k
k k k m

V V VV V i V i V i i i V V
x x x x

δ∂ ∂ ∂∂
= ⇒∇ = = = = = =

∂ ∂ ∂ ∂

  

 

 بردار سرعت در دستگاه کارتزین باشد: Vاگر 

. u v wV
x y z
∂ ∂ ∂∇ = + +
∂ ∂ ∂

 

 

رتبه مثال دیورژانس یک تانسور م عنوانبه .کاهدمیی تانسور برعکس گرادیان، دیورژانس یک مرتبه از مرتبه

 شود:یک بردار می ٢

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. . .mn mn mn
mn m n mn m n m n n nk k km

mk k k

T T TT T i i T i T i i i i i i i
x x x x

δ∂ ∂ ∂∂= ⇒∇ = = = =
∂ ∂ ∂ ∂
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محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

 زیر است: صورتبهاین بردار  هایمؤلفه

3111 21

1 2 3

3212 22

1 2 3

13 23 33

1 2 3

TT T
x x x

TT T
x x x
T T T
x x x

 ∂∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

 ∂∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
+ + 

∂ ∂ ∂ 

 

 ) Curlکرل ( ۶.۷.۳

 گر همان گرادیان است که تنها ضرب خارجی به سمت راست آن اضافه شده است:این عمل

( ) ( ) ( )k̂
k

Curl i
x
∂∇× = = ×
∂



 

 زیر است: صورتبهبردار یک  ،مثال حاصل کرل یک بردار عنوانبه

,
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆm m

m m m n nk k kmn kmn m k
k k k

V VV CurlV i V i i i i V i
x x x

ε ε∂ ∂∂∇× = = × = × = =
∂ ∂ ∂

  

 

 را اثبات کرد: های مشابه آندهای زیر و نمونهتوان اتحامیبا استفاده از مطالبی که ذکر شد، 

1) ( ) ( ) ( ) ( )

2) .( ) .( ) .( )

3) ( ).( ) ( . ) ( . ) ( . ) ( . )

4) ( ) ( . ) ( . )

5) .( ) 0

Curl fA fA f A f A

A B B A A B

A B C D A C B D A D B C

A B C A C B A B C

F

=∇× = ∇ × + ∇×

∇ × = ∇× − ∇×

× × = −

× × = −

∇ ∇× =
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 ۱۵ نوشتار اندیسی

 

محفوظ است. WWW.CFDEXPERTS.NET حقوق برای سایت تمام

 

 ضرب تانسورها و بردارها ۶.۸

داخلی و خارجی بردارها و تانسورها را  توان حالات مختلف ضربهای قبل میقسمتبا استفاده از مطالب 

 مثال: عنوانبهانجام داد. 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. .( ) .
k n

mn m n mn m n mn m mn n mk k k k k nkT V T i i V i T V i i i T V i T V iδ
=

= = = = 

 ضرب ترتیبشود. در یک بردار یک بردار می ۲ضرب داخلی یک تانسور مرتبه شود که حاصلمشاهده می

 .جایی نداردمهم است و این ضرب خاصیت جابه

 زیر است: صورتبه ۲ضرب داخلی دو تانسور مرتبه 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. ( ).( )
n p

mn m n pq p q mn pq m np q mp pq m qS T S i i T i i S T i i S T i iδ
→

→ = = = 

شود. اگر بخواهیم مشابه می ۲تانسور مرتبه یک  ۲شود که نتیجه ضرب داخلی دو تانسور مرتبه مشاهده می

با  ۲شود، ضربی داشته باشیم که ضرب دو تانسور مرتبه ضرب داخلی دو بردار که حاصلش یک اسکالر می

 ) استفاده کنیم:Double Dot Productای دوگانه (آن یک اسکالر شود باید از ضرب نقطه

ˆ ˆ ˆ ˆ: ( ):( )mn m n pq p qS T S i i T i i= 

 زیر است: صورتبهشود که استفاده می) Gibbs(برای ادامه محاسبه از رابطه گیبس 

( ):( ) ( . )( . )ab cd a c b d=


   

   

 در نتیجه:

ˆ ˆ ˆ ˆ: ( . )( . )mn pq m p n q mn pq mp nq mn mnS T S T i i i i S T Tδ δ δ= = = 

هم ضرب و در انتها جمع  درنظیر به نظیر  مؤلفه ٩همه شود که حاصل یک اسکالر است. مشاهده می

 .شوندمی
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 یریگجهینتبندی و جمع ۶.۹

لازمه مطالعه و شناخت دقیق معادلات حاکم بر جریان در این مقاله معرفی شد.  عنوانبهنوشتار اندیسی 

ای دوگانه و دیادیک به همراه فرم کلی اپراتورهای های داخلی، خارجی، نقطهمفهوم تانسور، ضرب

فاده از رود با استنتظار میا مورد بررسی قرار گرفتند.دیفرانسیلی گرادیان، دیورژانس و کرل در این مقاله 

 اشاره در این مقاله بتوانید تفسیر ریاضی درستی از جملات معادلات حاکم داشته باشید. مطالب مورد 

 نظرات خود را در مورد این مقاله با ما در میان بگذارید.
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فر، دانشگاه صنعتی شریف، جزوه درس جریان لزج مقطع کارشناسی ارشد، دکتر کاظم هجران ]١[

 .١٣٨٦دانشکده هوافضا، 
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